Unidade 3: Vibracdes Forcadas sob Excitagdo Harmonica

UNIDADE 3 - VIBRACOES FORCADAS SOB EXCITACAO
HARMONICA

3.1 - Introducao

Vibragdo forgada é aquela que ocorre quando o sistema sofre a acdo de forgas externas durante o movimento.
As for¢as que atuam sobre o sistema podem ser deterministicas ou aleatorias, determinando uma caracteristica do
movimento vibratério. As forgas deterministicas poderdo se apresentar de diversas formas. As forcas harménicas ¢ as
forcas periodicas sdo as que representam a maioria dos fendmenos responsaveis por vibragdes em sistemas fisicos.
Como visto na Unidade 2, os sistemas que serfo estudados sdo representados por equagdes diferenciais lineares. A
resposta de um tal sistema, que ¢ a solugdo da equagdo do movimento, sob a agdo de forgas, terd a mesma forma
funcional que a forga atuante. Isto significa que uma forca harmoénica produz uma vibragdo harménica, uma forca
periddica produz uma vibragdo periodica, etc. A solugdo particular da equagdo diferencial €, entdo responsavel por
representar este movimento. Mas a solugdo geral é composta de uma solucdo homogénea e uma solucdo particular. A
solugdo homogénea representa a parcela transitoria da resposta do sistema, aquela que é produzida pelas condigdes
iniciais do movimento. E também a solugdo homogénea que representa a resposta transiente que resulta da aplicagio
eventual de alguma forga com tempo de durag@o finito, o que sera visto na Unidade 4.

A excitagdo harmonica é representada por uma fungdo senoidal apresentando a forma

F(t)=F, sen(a)t - ¢) ou
F(t) = F, cos( ot — )

onde F) ¢ a amplitude da forga (o valor da for¢a quando a mesma ¢ aplicada estaticamente), w € a frequéncia com que a
forga ¢ aplicada (igual a zero quando de aplicagdo estatica) e ¢ ¢ o angulo de fase medido em relagdo ao referencial de
tempo (atraso da resposta em relagdo a forca).

Em forma complexa pode-se escrever também

F(1) = Fe'

Este tipo de for¢a produzird uma resposta harménica que também tera a forma funcional senoidal.

Neste capitulo, também sera visto o fendmeno da ressondncia, que ocorre quando a frequéncia com que a
forca ¢ aplicada coincide com a frequéncia natural do sistema que sofre a acdo da referida for¢a. Este fenomeno ¢
amplamente conhecido e pode produzir graves consequéncias a integridade estrutural do sistema.

3.2 - Equacao Diferencial do Movimento
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F(t) F(t)

Sistema Diagrama de corpo livre
(a) (b)

Figura 3.1 - Sistema de um grau de liberdade sob esforco externo.

A Figura 3.1 mostra o0 modelo de um sistema de um grau de liberdade, amortecido, e seu respectivo diagrama
de corpo livre. O diagrama de corpo livre mostrado na Figura 3.1b ilustra as forgas atuantes na massa m. Aplicando a 2*
Lei de Newton, a equacgdo diferencial do movimento ¢ obtida como
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Unidade 3: Vibracdes Forcadas sob Excitacdo Harmonica
mi + cx + kx = F(t) (3.1)

Esta equagdo diferencial possui uma solucdo geral constituida de uma solug¢do homogénea associada a uma
solugdo particular

x(t):xh(t)+xp(t) (3.2)

A solugdo homogénea ¢ obtida fazendo F(f) = 0 resultando na vibragdo livre (dependente das condicdes
iniciais) que foi estudada na Unidade 2. A solucdo particular representa a vibracdo de regime permanente do sistema,
persistindo enquanto a for¢a externa atuar. A Figura 3.2 ilustra a composic¢do da solucdo da equag@o diferencial (3.1). A
parcela do movimento que diminui com o tempo, devido ao amortecimento é chamada transiente ou transitoria e a
rapidez com que ocorre esta diminui¢do depende dos parametros do sistema, m, c e k.
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x(t) = xp(t) + xp(t)
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Figura 3.2 - Solugdes homogénea, particular e geral da equagao diferencial do movimento.

3.3 - Sistema Nao Amortecido Sob For¢ca Harménica

Por simplicidade, estudaremos inicialmente o sistema sem amortecimento (¢ = 0) e com F(¢) = F, cosat. A
equagdo (3.1) assume a forma

mx + kx = F,, cos wt (3.3)
A solugdo homogénea desta equacao, estudada na se¢do 2.2.1, tem a forma

x;,(t) = C, cosw,t +C, senw, t 3.4
A solugdo particular, por sua vez, é

x,(1) = X cos ot (3.5a)

Se (3.5a) ¢ solugdo da equagdo (3.3), entdo deve verificar a mesma. Se a velocidade e a aceleragio sdo obtidos
por derivagao direta

)'cp(t) = —wX sen wt (3.5b)

)'c'p(t) =—w* X coswt (3.5¢)
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Unidade 3: Vibracodes Forcadas sob Excitagdo Harmonica
substituindo (3.5a) e (3.5¢) em (3.3), resulta
—ma* X cosart + kX cos ot = Fy cos wt

Dividindo toda a expressdo por cosat, e rearranjando, chega-se a

F,
X = 0 (3.6)
k—mae?*

Substituindo (3.6) em (3.5a), a solug@o particular se torna

F
xp(t):k—ozcosa)t (3.7)
A solugdo geral ¢ obtida como a soma das expressoes (3.4) e (3.7), sendo igual a
Fy
x(¢) = Cicosw,t+C, senw,t+—— 5 cosart (3.8)
k—mw

Introduzindo as condigdes iniciais x(f =0)=x, e x(¢=0) =%, as constantes de integragdo sdo calculadas,

resultando em

- .
Cl=xg-—2 e G =20 (3.9)

que introduzidas em (3.8) resultam na expressao

0ol B A R
x(t) =\ x,— —ma’ cosm,t + senw,t + —ma’ cosat (3.10)

n

Figura 3.3 - Fator de amplificacdo dindmica.

Dividindo numerador e denominador por k£ em (3.6), sendo a deflexdo estdtica 5, = F%, a deformacao
sofrida pelo sistema quando a forga ¢é aplicada estaticamente, ¢ considerando que a frequéncia natural do sistema ¢ dada
por a)nz = %1 esta expressao (3.6) pode ser escrita na forma
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Unidade 3: Vibracoes Forcadas sob Excitacdo Harmonica

- (3.11)

que ¢ chamado de fator de amplifica¢do dinamica.
A Figura 3.3 mostra a fungdo expressa em (3.11), que apresenta trés dominios distintos, caracterizando
comportamentos diferentes.

Caso 1 - Para 0 <— <1 o denominador de (3.11) € positivo e a resposta de regime permanente do sistema ¢
a)}'l
dada pela equagdo (3.7). Diz-se que a resposta harmonica x,() estd em coincidéncia de fase com a forca externa,

conforme mostra a Fig. 3.4.

F(t) = Fcosot

0 \/ & "

xp(t) = X cosawt

Figura 3.4 - Resposta harmonica em fase com a forga externa.

Caso 2 - Para — >1 o demonimador de (3.11) ¢ negativo e a resposta de regime permanente do sistema ¢

@,

dada por
xp(t):—Xcosa)t (3.12)

em que a amplitude do movimento € redefinida como uma quantidade positiva, ou

X=—2 (3.13)

Neste dominio a resposta harmoénica x,(?) estd oposi¢do de fase com a forga externa, conforme mostra a Fig.

3.5. Ainda na Fig. 3.3 observa-se também que, para % — o0, a amplitude X — 0, de forma que o deslocamento de
n

um sistema sob excitagdo harmonica em frequéncias muito altas ¢ muito pequeno.
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F(t) = Ficosot

0 \_/ = -

xp(t) =X coswt

-X

Figura 3.5 - Resposta harmonica em oposigdo de fase com a forga externa.

@
Caso 3 - Para — =1, a amplitude dada por (3.11) ou (3.13) ¢ infinita. Esta condigdo, em que a frequéncia
a)n
com que a forga ¢é aplicada ¢ igual a frequéncia natural do sistema, ¢ chamada de RESSONANCIA. Para determinar a

resposta nesta condi¢do € necessario que a equagao (3.10) seja escrita na forma

x,0t

Figura 3.6 - Resposta harmoénica na ressonancia.

X cos @t —cosw,,t
x(t) = xy cosm,t +—senaw,t +8, | — 5 — (3.14)

o, o)’
1_ -
a)n

O ultimo termo desta equagdo vai a infinito quando @ = @,, ¢ para avaliar a fungdo no limite é necessario
aplicar a Regra de L’Hospital, resultando
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d

. COs Wt — cos @, t do (COS oL = Cos®, t) . tsenwt | ot
lim|————="|=lim o |=lim| 5, [= 5 sen e
00, 0] 00, d I0) 00, ==

, do ,

De forma que (3.14), que é a resposta do sistema, se torna

Yo 3,0,
x(1) = Xg COS@,t+——senw,t+—5 senw,!
0

n

(3.15)
. . . . . . 5St a)nt
representando um movimento cuja amplitude cresce indefinidamente com o tempo devido ao termo ser sempre
crescente, como ilustra a Figura 3.6.
3.3.1 - Resposta Total
A resposta total do sistema, expressa em (3.8), pode ser escrita na forma
o, @
x(t) = Acos(a)nt - ¢)+—‘zcosa)t; para — <1 (3.16)
w o,
2]
a)n
— 557 . o
x(t) = Acos(@,t — ¢) - ——5—cosar ; para — > 1 (3.17)
10} o,
() -
wn

onde as constantes sdo determinadas a partir das condig¢des iniciais. A Fig. 3.7a mostra o movimento produzido pela

equacdo (3.16) em que a frequéncia excitadora ¢ menor que a frequéncia natural do sistema e a Fig. 3.7b aquele
produzido por (3.17) em que a frequéncia excitadora ¢ maior que a frequéncia natural do sistema.

() A

() A

®) <1
[0)

n

Figura 3.7 - Resposta total do sistema.
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3.3.2 - Fenomeno do Batimento

Quando a frequéncia da forga externa ¢ muito proxima da frequéncia natural, ocorre uma composi¢ao de
movimentos conhecida como batimento. Se, na equagdo (3.10) fizermos x, = X, = 0, a mesma se torna

F,
F 0
x(1) = (m} (cos wt — Ccos a)”t) = ﬁ(cos wt — cos a)nt)
F / (3.18)
~ m (2 oto, a)n—a)t)
= —a)2 — 7\ 2sen sen——
Se a diferenca entre as frequéncias é pequena, pode-se dizer que
o, -0=2¢ } .
w, -0 =4sw
w,+0 =20
e (3.18) se torna
Fy
x(t)=|“™senet |sen ot (3.19)
2ew

cujo movimento esta representado na Fig. 3.8.

x,(0) 2r

/\

&

Figura 3.8 - Fenomeno do batimento.

A Fig. 3.8 mostra o movimento composto de uma parcela de baixa frequéncia envolvendo outra de alta
frequéncia. O movimento de baixa frequéncia tem periodo

2r 2
T =—=

= 3.20
"2 o,-0 (3.20)

conhecido como periodo de batimento. A frequéncia de batimento, consequentemente, também pode ser obtida por

w,=2e=0,-0 3.21

Exemplo 3.1 - Uma bomba alternativa, pesando 70 kg, estd montada no meio de uma placa de ago de espessura igual a
0,0127 m, largura igual a 0,508 m, e comprimento igual a 2,54 m, engastada ao longo de dois lados, como mostra a Fig.
3.9. Durante a operacdo da bomba, a placa esta sujeita a uma for¢a harmoénica F(f) = 220 cos 62,8¢ N. Encontrar a
amplitude de vibragdo da placa.

Soluciio: O momento de inércia ¢ dado por

3 3
;b (0.508)(0,0127)" _ 8.67x10" m
12 12

A rigidez da placa ¢ obtida modelando-a como uma viga bi-engastada.
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L 192E1 192 x(2,068x10" )(8,67x10™*)

13 osa) =2,10x10° N /m

0,0127 m !
= I S R

T 'F, x(0)

} 2,54 m J

Figura 3.9 - Bomba sobre placa.
A amplitude ¢ obtida aplicando-se (3.6), com Fj, =220 N e @ = 62,8 rad/s
F, 220

X = 2 - 2
k=ma®  210x10° —(70)(62.8)

=-333x10"m

O sinal negativo indica que a frequéncia da forga excitadora ¢ maior que a frequéncia natural do sistema, uma
vez que ocorre oposicao de fase.

3.4 - Resposta de um Sistema Amortecido sob Excitacio Harmonica
Sob a atuagdo de uma for¢a harmoénica a equagdo do movimento amortecido se torna
mx +cx + kx = F, cos ot (3.22)
A solugdo particular é
xp(t) = Xcos(a)t - ¢)
)'cp(t) =-oX sen(a)t - ¢) (3.23)
i,(t)= —a)zXcos(a)t - ¢)
Substituindo em (3.22) resulta
-ma’ X cos(a)t - ¢) —coX sen(a)t - ¢) + kX cos(a)t - ¢) = F, coswt (3.24)
Colocando a amplitude X em evidéncia e reagrupando os termos
X[(k—ma)2 )cos(a)t—¢)—calsen(a)t—¢)]: F, cosot (3.25)
Usando as relagdes trigonométricas

{cos( wt — ¢) = COS @I COS @+ sen @t sen ¢

sen(a)t - ¢) = sen @t cos ¢ — cos @t sen ¢
a expressao (3.25) torna-se
X{[(k - mwz)cos¢ +cmsen ¢] coswt + [(k -mo’ ) sen ¢ — c@cos ¢] sen a)t}t = F,coswt (3.26)
Igualando coeficientes de senat e cosat de ambos os lados da expressdo

X[(k—ma)z)cos¢+ca)sen¢] =F

3.27
X[(k—ma)z)sen¢—ca)cos¢]20 327

De onde se obtém
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Y )

\/<k - mw2)2 +(cw)’
€
¢=tan”" —C:t)a)z

Fo, 0]

Figura 3.10 - Representacéo grafica de funggo excitadora e resposta.

Dividindo numerador e denominador de (3.28a) e (3.28b) por & tem-se

e
co
ol K
¢ =tan "
I-—w
k ¢ ¢, 22mo, 24 F,
Como w, = ;,4_00 il i o, eéfv,—?,tem-se
v J,
27?2 2
o) |
a)n a)n
e
1)
26—
¢ =tan”' =

= tanfl(lzjz)

(3.28a)

(3.28b)

(3.292)

(3.29b)

(3.30a)

(3.30b)

(3.31a)

(3.31b)

Na Fig. 3.11 sdo apresentadas as funcdes expressas em (3.31a) e (3.31b). As curvas sdo obtidas para as

relagdes de % e ¢ em fungdo de r, de onde podem ser extraidas algumas observacdes:
st
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Figura 3.11 - Variacdo de X e ¢ com a relagdo de frequéncias r.

1-Parad=0-> ¢g=0parar<1e ¢= rrad parar>1.
2 - O amortecimento reduz a relagdo de amplitudes para todos os valores da frequéncia de excitagao.

3 - A redugo da relacdo de amplitudes na presenga do amortecimento ¢ significativa na, ou perto da,
ressonancia.

4 - A maxima relagdo de amplitudes ¢ obtida fazendo a derivada de )% em relacdo a r se igualar a zero. O
st

correspondente valor de r é

r=41-2 > o=0,/1-2{" <o,
5 - O méaximo valor de X, obtido de (3.31a) quando r =4/1-2¢> ,¢é

s -2 a2 2602

A expressdo (3.31) permite a obtengdo experimental do fator de amortecimento a partir da medigdo do
maximo valor da relagdo de amplitudes.
Na ressonancia, com w =, ou r =1 arelagdo de amplitudes (3.31a) se torna

X 1
(5—w] :Z (3.33)

res

(3.32)

6 - Para ¢ > %/5 (0,707), observa-se que a relagdo de amplitudes é menor que 1 para qualquer valor de r.

7 - O angulo de fase ¢ ndo depende da magnitude da forga excitadora Fj,.

8 -Para r<<1, ¢> 0 => aresposta vibratoria esta em fase com a for¢a excitadora. Parar>>1, ¢ > 7, a
resposta vibratoria estd em oposi¢ao de fase com a forca excitadora. Na ressonéncia, para qualquer valor de £, o angulo
de fase ¢ ¢ sempre igual a #/2, independente do fator de amortecimento. Isto é utilizado para determinagio
experimental da frequéncia de ressondncia uma vez que, como foi visto acima, a amplitude maxima ndo ocorre na
ressondncia, de forma que a medicdo do angulo de fase permite uma medida mais precisa da frequéncia natural do
sistema.

3.4.1 - Resposta Total

A resposta total ¢ a solugdo geral da equagao diferencial (3.22) cuja solugcdo homogénea foi obtida no Cap. 2,
Eq. (2.22) e a solug@o particular ¢ (3.23), resultando

x(t) = X e cos(a)dt - ¢0) +X cos(a)t - ¢) (3.34)
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Unidade 3: Vibragdes For¢adas sob Excitagdo Harmonica
As constantes X, e ¢ sdo constantes de integragdo obtidas através das condigdes iniciais. Com x(t = O) =x, €

)'c(t = 0) =v,,X) € ¢hsao obtidos como

X, = wld\/[vo +§wn(x0 - XCOS¢) - Ce)Xsenqﬁ]2 + (xo — Xcosgﬁ)2 w, (3.35a)
e

T +§a)n<x0 - XCOS¢)—a)Xsen¢
¢, = tan [ (0= X cosd) (3.35b)

onde X e ¢sao obtidos por (3.31a) e (3.31b), respectivamente.

3.4.2 - Fator de Qualidade e Largura de Banda

Para baixos fatores de amortecimento ¢'< 0,05 a eq. (3.33) pode ser utilizada

[szj 1
s )=\s =79 (3.36)

st s o,

onde Q ¢ chamado de fator de qualidade.

XA

v

RSJS

R, 10 R,

1

Figura 3.12 - Pontos de meia poténcia e largura de banda.
Na Fig. 3.12 os pontos R; e R, correspondentes a relacdes de frequéncia para as quais a razdo de amplitudes ¢

%E , sdo chamados de pontos de meia poténcia, pois a energia vibratoria € proporcional ao quadrado da amplitude no

movimento harménico. A diferenca entre as frequéncias correspondentes a estes dois pontos, @, - @; , define o que se
chama de largura de banda. Os valores das rela¢des de frequéncia correspondentes a estes pontos podem ser obtidos

X)) 9
fazendo | — | =—= em (3.31a), usando (3.36)

s,) 2
[i)zg : 1 (3.37)

8. 22 15,0y ()

que ¢ resolvida para obter o valor de r, resultando em

r,=1-20 2201+ (3.38)

Para {<<1, {* =0 ¢ (3.38) se torna
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2
e =1—2§:[%j

, (3.39)
1)
r =142 = (—Zj
a)n
Subtraindo-se as duas raizes de (3.39), tem-se
2 2 2 2
(&j —(ﬂj SO a-(1-20)=4¢ (3.40)
a)ﬂ a)n - a)/Yz - B )
Abrindo o produto notavel do numerador de (3.40), obtém-se
o +w,)(o,-0
(@ +a,) (e ‘)=4§ (3.41)
a)ﬂ a)ﬂ
+ +
Como o, = T TN , tornando (3.41)
2 ,
(0, o)
2(0—:44’ - 0,-0, =2, (3.42)
e, considerando (3.36) chega-se a
: “ 343
2 w,-o, (3-43)

onde se tem o fator de qualidade expresso em fungdo da largura de banda @, - ;. Um método experimental de
determinag@o do fator de amortecimento se fundamenta nesta equagdo: medindo-se as frequéncias correspondentes as

amplitudes iguais a amplitude ressonante dividida por V2 (o e @), determina-se o fator de amortecimento por (3.43).

3.5 - Resposta de um Sistema Amortecido a Excitacio Complexa

Considerando a equacdo do movimento na forma

mx +cx +kx = F,e' (3.44)
que tem solugdo particular na forma

x,(t) = Xe™ (3.45)
que, substituida em (3.44), resulta

(—ma* +cio+k) Xe™ = F,e™ (3.46)
de onde se conclui que

x= (k—mw2)+ica) (347)

F,
A eq. (3.47) pode ser escrita na forma Z(iw) = 70 — Z(iw) = impedéncia mecanica.

Multiplicando numerador e denominador de (3.47) pelo conjugado do denominador, chega-se a

F,

X= 0 k- )—i 348
(k—mcoz)2+(ca))2 [( " ) lcw] (49
ou ainda
Y- £ o (3.49a)
\/(k—ma)z)2 +(cw)’
e
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= tan" (Lj (3.49b)
B k-mo’ ’
Substituindo (3.49a) em (3.45), chega-se a solucdo particular

FO

\/(k - ma)z)2 +(co)

x, (1) = elr-9) (3.50)

Resposta em Frequéncia

Realizando a mesma operagdo realizada em (3.30a), ou seja, dividindo numerador e denominador por £ e

.. k ¢ 28 1) . .
utilizando @, =,|—, —=—" e r=—, a expressdo (3.45) pode ser escrita na forma
m k o, W

n

kX 1

F-r g

0

Hlio) (3.51)

que ¢ chamada de resposta em frequéncia complexa. O modulo da resposta em frequéncia complexa €

1
|H(io)| = 2 2 (3.52)
0 (l—rz) +(2¢)
de forma que a resposta em frequéncia complexa pode ser escrita na forma
Hlio) =|H(io)e ™ (3.53a)
onde
2
¢=tan"' (i}’zj (3.53b)
1-r
A resposta de regime permanente (solucdo particular) pode também ser escrita na forma
F, .
x, (1) = 7°|H(iw)|e'(”’*¢) (3.54)

A resposta harmonica também pode ser representada pelas partes real e imaginaria da resposta a excitacdo
complexa. Se F(t) = Fcosmt , tem-se de (3.23), considerando-se (3.28) e (3.29)

F,
(t) = 2 t —
K \/(/€—7na)2)+(ca))2 Cos(a) ¢)
F F, (3.55)
= Re{f Hiw)e™ } = Re{f“—[(iw)kdww}
Se F(’) = F,senat , tem-se de (3.23), considerando-se (3.28) e (3.29)
F,
x, ()= - - Sen(a)t—¢)
x/(k—mw ) +(cw) o

F . F, _
= Im[f H(ia))e“”’} - Im[TO|H(ia))|e’(”“’)}

Representacdo Vetorial Complexa do Movimento Harmonico
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cx 5 \ .

wt

® /\
K&

X
e

Re

mx

Figura 3.13 - Representagdo complexa do movimento harmonico.

Se o deslocamento ¢ dado por (3.54), a velocidade e a aceleragdo sdo determinados por derivagdo como

F .
i,(1) = ia)TO|H(ia))|e’(’“’”’) =iox (1) (3.57a)

F, .
%,() =~ 2| Hio)le" " = w'x, (1) (3.57b)
concluindo-se que a velocidade esta adiantada 1/2 em relagdo ao deslocamento e a aceleragdo estd em oposicao de fase,
também em relagdo ao deslocamento. O diagrama mostrado na Fig. 3.13 mostra a configuracdo de forcas durante o
movimento. O sistema estad em equilibrio dindmico e a evolugdo no tempo possui o efeito apenas de girar o diagrama
por inteiro sem mudar a posicdo relativa entre os vetores nem desfazer o equilibrio de forgas.

3.6 - Resposta de um Sistema Amortecido sob Movimento Harmonico da Base

base
t
y(t) =Y sen ot
k — ke -y)  e-7)
: b
X
(a) (b)

Figura 3.14 - Sistema com movimento na base.

O sistema da Fig. 3.14a, tem seu movimento provocado pelo movimento de sua base y(7). O diagrama de corpo
livre, mostrado na Fig. 3.14b, apresenta as forgas atuantes na massa m. A Segunda Lei de Newton ¢ aplicada para

determinar a equagdo do movimento que se torna

mi+c( - 3)+ k(x—y) =0 (3.58)
Se y=Ysenwt entdo y =wYcosawt eaeq.(3.58) se torna
mx +cx + kx = kY sen ot + cwY cos wt (3.59)
cuja solugdo particular é
kY sen(a)t - ¢,) chcos(a)t - ¢1)
x, (1) = + (3.60)

\/(k—ma)z)2 +(co) \/(k—ma)z)2 +(co)

Considerando cos(a)t - - ¢2) =cos¢g, cos(a)t -4, ) +seng, sen(a)t - ¢,) , (3.60) pode ser escrita na forma
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kz+(ca))2
x,(t)= Xcos\ot—¢ —¢,) =Y. cos\wt — @ — 3.61
P ( ¢1 ¢2) \/(k_ma)z)2+(cw)2 ( ¢1 ¢2) ( )
com a relag@o de amplitudes dada por
ﬁ‘\/ erleo) | 1+020) (3.62a)
Vo Vk-mo®) +(co)  \(1-r) +(2g) '
e os angulos de fase
1 cw -1 247”
¢1=tan (mjztan (1_72) (362b)
o= (s5)
—tan — | = tan-| —
¢, =tan (ca) = tan 20 (3.62¢)

A eq. (3.62a) expressa o que se chama de fransmissibilidade entre a base e o sistema. Na forma complexa,
sendo y(t) = Re[Ye"”’ ] , a solugdo particular é dada por

1+i24r o
X, (1) = Re{(m} Ye } (3.63)

e a transmissibilidade ¢ dada por
X :
7:,/1+(2gr)2 |Hio) (3.64)

3.6.1 - For¢a Transmitida

Como pode ser visto na Fig. 3.14b a forca resultante que atua na base ¢ a soma das forgas atuantes na mola e
no amortecedor, ou

F=k(x—y)+c(x—y)=-mi (3.65)
Se a solugdo particular € x, (t)=x cos(a)t -0 -9, ) , a forca sera

F= ma)zXcos(a)t -4 —¢2): F, cos(a)t -4 —¢2) (3.66)

onde Fr é chamado de forca transmitida, dada por

2
Foo, | 1+(2g)

el s (3.67)

kY (1-r2)" +(2)

A Fig. 3.15 mostra curvas da forca transmitida em funggo de » para varios valores do fator de amortecimento,
onde se torna evidente que, para r > V2 0 acréscimo de amortecimento aumenta significativamente a forca transmitida.
Isto nos faz concluir que acrescentar amortecimento quando a frequéncia vibratéria ¢ superior a x/Ea)n ndo ¢ uma
solugdo adequada para isolamento de vibragdes transmitidas pela base do sistema.
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4
¢=0 ’
\ /g— 1,0 ,/
=0,1 4
I emos
3 ' > et
=02~} "™ | yd L
\! . 3
- R =035
T : MO, it
L2 I K —
kY - Y- ¢= (l’_z_\:h/ -
/I \\\-- /44:0’1 |
2 =0
0 1 2 2 3 4
Figura 3.15 - Forga transmitida.

3.6.2 - Movimento Relativo

deslocamento da massa em relagdo a sua base, a equacdo do movimento torna-se

Em muitas aplicagdes ¢ interessante representar o movimento em relagdo a base. Sendo z=x-y, o
m(Z+ i) +ci+kz=0

ou entao

(3.68)
mz+cz+kz=-my=me’Y sen wt
cuja solucdo é

(3.69)
o ma)zYsen(a)t—gél) 5 ( ¢)
2(t) = = Zsen|wt —
\/(k—ma)z)2 +(cw)’ 1

(3.70)
e a relagdo de amplitudes ¢ dada por
VA

mo’

rZ

T fkmmo) 4oy Ja-r) +(20)

(3.71)

A Fig. 3.16 apresenta a variagdo da relagdo de amplitudes com r para varios fatores de amortecimento.
=

(0]

1

Figura 3.16 - Movimento relativo a base e desbalanceamento.
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Exemplo 3.2 - A Fig. 3.17a mostra um modelo simples de um veiculo que pode vibrar na dire¢do vertical quando
trafega por uma estrada irregular. O veiculo tem uma massa de 1200 kg. O sistema de suspensdo tem uma constante de
mola de 400 kN/m e um fator de amortecimento de 0,5. Se a velocidade do veiculo é 100 km/h, determinar a amplitude
de deslocamento do mesmo. A superficie da estrada varia senoidalmente com uma amplitude de 0,05 m e um
comprimento de 6 m.

Solucdo: O modelo adotado ¢ de um sistema de um grau de liberdade com excitagao pela base. A frequéncia excitadora

¢ dada por

x(0) L [ x()

m m
¢ k —
o) Y () = Y sen ot
Lo LA A
f N
L— um ciclo —-‘
(a) (b)
Figura 3.17 - Veiculo em movimento em um piso irregular.
v 10000y
f= 7" % =4,63 Hz(cps)

com a frequéncia angular sendo
w=2nf=2n(4,63) =29,1 rad/s

A frequéncia natural é dada por

w, = \/z= 1[400000 =183 rad/s
m 1200

A relagdo de frequéncias ¢é obtida por

po @ 22159
o, 183

A amplitude é, entdo obtida utilizando a eq. (3.62a)

2 2
X _ 1+(2¢7) _ 1+(2x0,5%1,59) 0849

Vo (=) +(20) |(1-159°) +(2x05x159)

consequentemente

X=0,849x0,05=10,0425m

Exemplo 3.3 - Uma maquina pesando 3000 N esta apoiada em uma base deformavel. A deflexdo estatica da base,
devida ao peso da maquina é 7,5 cm. Observa-se que a maquina vibra com uma amplitude de 1 ¢m quando a base esta
sujeita a oscilagdo harmoénica na frequéncia natural do sistema com amplitude de 0,25 ¢m. Achar:

(1) a constante de amortecimento da base;

(2) a amplitude da for¢a dindmica na base, ¢

(3) a amplitude do deslocamento da maquina em relagéo a base.

Solucio:
(1) Para determinar a constante de amortecimento € necessario, em primeiro lugar, determinar a constante de rigidez
kzz=w:40000 N/m
o, 0,075

st

O fator de amortecimento ¢ obtido resolvendo-se a eq. (3.62a) na ressonancia (r = 1)
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X 1+(20 1
Y O\ (2¢) 025

resultando em

& =$ = £=0,129

Com isto, a constante de amortecimento ¢ obtida por

c=20maw, = 20km =2 x 0,129 x 40000 x % — 903 V8
, m

(2) A forga atuante na base é obtida de (3.67) com r = 1 resultando em

1+(2¢)°
Fp = kY, |———— = kX =40000x 0,01 = 400 N
(2¢)
(3) A amplitude do movimento relativo ¢ calculada a partir da expressao (3.71), que, para » = 1, torna-se
_Y __00025 _ 0,00968
2¢  2x0,129

Pode ser observado que, embora sendo a amplitude do movimento relativo definido como z=x—y, Zndo ¢

igual a diferenca entre as amplitudes X e Y. Isto se da porque existe um angulo de fase entre os movimentos, de forma

que ndo atingem os seus valores maximos no mesmo instante de tempo.

3.7 - Resposta de um Sistema Amortecido sob Desbalanceamento Rotativo

No sistema mostrado na Fig. 3.18, o movimento ¢ gerado pela componente da forga centrifuga atuante na
dire¢do vertical. As componentes horizontais sdo sempre iguais e opostas, anulando-se a cada instante. Desta forma a

forca externa, de natureza harmoénica, ¢ dada por
F(t) = mew’ sen ot
A equagdo diferencial do movimento ¢, entdo

M5 + cx + kx = mew” sen ot

A

ii:‘C §I§

(STE

v

% ear? % ea’ senat
A

M
% e’ coswt % ew? coswt
—————————— >

% ea” senwt % ear?

Figura 3.18 - Massas rotativas desba

A solugdo particular de (3.73) tem a forma

w:Xsen<wr—¢>=lm{%(§) |H<l-w>|el<w>}

n
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Pela semelhanga com a eq. (3.44) a solugio pode ser obtida por analogia fazendo F, = mew” de forma que a
amplitude sera obtida de (3.49a) como

X= mew; - E( j |H(iw)| =2 2 (3.752)
Ty ) o= s
com
o cw o 2¢r
¢ =tan (—k - szj = tan (—l - rz) (3.75b)

; _ [k
obtido de (3.49b), sendo @, = K/, .

O comportamento de X em fun¢do da relagdo de frequéncias » é mostrado na Fig. 3.16, de onde podem ser
feitas algumas observagdes:

1 - Todas as curvas apresentam amplitudes nulas para frequéncias nulas. Isto acontece porque a forca
excitadora, que ¢ uma forga centrifuga, tem amplitude proporcional ao quadrado da frequéncia sendo, portanto, nula
quando a frequéncia é zero.

2 - Em altas frequéncias (» >> 1) a relagdo M% e 1 para qualquer fator de amortecimento mostrando que,

nesta faixa de frequéncias, o amortecimento ndo ¢ eficiente em diminuir os niveis vibratdrios em sistemas com
desbalanceamento rotativo.

. MX , . d (| MX . 1 ,
3 - O valor maximo (—) ¢ obtido quando —( ] =00 que se verifica para r = ————que ¢
me dr \ me 1-2¢7
sempre maior que a unidade, ao contrario do que acontece com os sistemas sob excitacdo harmonica com forgas com
amplitude independente da frequéncia.

Exemplo 3.4 - O diagrama esquematico de uma turbina de agua tipo Francis estd mostrado na Fig. 3.19, na qual a agua
flui de A para as laminas B e caem no conduto C. O rotor tem uma massa de 250 kg e um desbalanceamento (me) de 5
kg.mm. A folga radial entre o rotor e o estator ¢ 5 mm. A turbina opera na faixa de velocidades entre 600 e 6000 rpm. O
eixo de aco que suporta o rotor pode ser assumido como engastado nos mancais (livre para girar). Determinar o
diametro do eixo de forma que o rotor ndo entre em contato com o estator em todas as velocidades de operagdo da
turbina. Assumir que o amortecimento ¢ pequeno.

Mancal — _

Eixo ——

Smmﬂ ﬁ Rotor ﬂ mem

Entrada Entrada
da dgua /////W / // % da dgua
A—>» «— A
Estator
l C
Saida da 4gua
Figura 3.19 - Turbina de agua tipo Francis.
Solucdo: Como o amortecimento € desprezivel, (3.75a) torna-se
2 2
o Mmeo” _ meo @)

k=Mo® k(112

A frequéncia ¢ determinada pela faixa de velocidades de operacdo da turbina

73



Unidade 3: Vibragoes For¢adas sob Excitagdo Harmonica
2
600 rpm = a):600><%:20” rad/s=62,8rad /s
6000 rpm = o = 6000 ><26—Z =2007 rad /s =628 rad / s

A frequéncia natural do sistema ¢é

k k
o, 1/; =135 (b)

Sao duas solugdes que satisfazem o problema apresentado. Em uma delas a faixa de frequéncias de operagdo
se localiza inteiramente abaixo da frequéncia natural do sistema enquanto que na outra a faixa de operagdo esta acima
da frequéncia natural.

Caso 1 - Para que a faixa de frequéncias de operagdo fique abaixo da frequéncia natural é necessario que a
maior frequéncia da faixa, @ = 2007 rad/s, seja inferior a esta. Aqui vamos estabelecer um limite de seguranca de 20%,
ou seja, @,,, =1,2x2007 =2407 rad/s. Aplicando a expressdo (a) tem-se

0,005 % (2407)’

- = k =(1+250)) x (2407)" =1,43x10° N /m
k —250x(2407)

0,005 =

A rigidez do eixo sob flexdo ¢

4
3E7 3E(”6[il )
k = =

r r

(c)

de onde se obtém o didmetro

3
gt = 64kl )
RV

que, para este caso, resulta

_ 64x1,43x10° x2,0°

7207107 =3,74x107 m* = d=0,440 m
7 x2,07x

d4

Neste caso, a frequéncia natural, dada na expressdo (b), sera igual a

8
0, = | = [N 955
250 250

superior a maior frequéncia da faixa de operagao.

Caso 2 - Para que a faixa de frequéncias de operagdo fique acima da frequéncia natural ¢ necessario que a
menor frequéncia da faixa, @ = 207z rad/s, seja superior a esta. Estabelecendo novamente um limite de seguranca de
20%, ou seja, w,,;, = 0,8x20x =167 rad/s. Para que a faixa de frequéncias fique acima da frequéncia natural deve-se
trocar o sinal do denominador a expressao (a), para que a amplitude continue sendo positiva. Resulta, entdo em

mew*

ok ©

X

Aplicando a este caso

0,005 % (167)”
0,005 = —————/—

= —— = k=(250-1))x(167)" =629x10° N /m
250 (167)" -k

O didmetro ¢ obtido pela aplicagdo da expressao (d), resultando

P 64 %629 %x10° x2,0°

37207 10" =165x10"* m* = d=0113m
Tx2,0/ X

Neste caso, a frequéncia natural, dada na expressdo (b), sera igual a
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5
o, = | K 629107 oo s
250 250

inferior a menor frequéncia da faixa de operagdo.
Em ambos os casos as solugdes encontradas atendem os requisitos dindmicos apresentados. O valor escolhido
para o didmetro deve atender os demais requisitos de projeto.
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